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Mit den Hilfsformeln

(x+y)2 = x2 + 2xy + y?
(x + y)3 = x>+ 3x2y + 3xy2 + y3
(x+ y)4 = x* + 4x3y + 6x%y? + 4xy® + y*
(x + y)5 =x°+ 5x*y +10x3y? +10x2y® + 5xy* + y5

(x+ y)6 = x% + 6x%y +15x*y? + 20x3y> +15x%y* + 6x1° + y°

kann man aus dem Produkt der jeweils ersten vier Terme der Exponentialfunkti-
onen
2 3,4 2 3 4

e =l+x+—+—+"—+... ey:1+y+y—+y—+y—+

2! 3! 4! 2! 3! 4!

die Best tigung der Formel

(x+y)

e“-el=e

in den ersten vier Summanden erhalten und ansatzweise erkennen, wie die

n chsten Summanden entstehen.

2 3 2 3
{1+x+x_+x_J(1+y+y_+y_j:
2! 3! 2! 3!

2 3 2 3 2 2 3 3 2 3
=£1+y+y—+y—]+x[1+y+y—+y—J+x—(1+y+y—+y—J+x—£l+y+y—+y—J
2! 3! 2! 3! 2! 2! 3! 3! 2! 3!

2 3 2 3
(1+x+x—+x—}'[1+y+y—+y—]:
2! 3! 2! 3!

2 3
(x+y) +(x+y) s
21 3!

3, .3 2 2 2.3, .32 3 3
+[xy +xy+ny+£xy +xyj+xy

=1+(x+y)+

3! 212! 213! 313!
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Mit den Umformungen

a b B a N b B a N 2-3b _4a+6b
3! 212! 1.2.3 1-2:.1-2 1-2-3 1-4-2-3 4!
a a B a _2-a_10-a
2131 1.2.1-2-3 1.3-4 4! 5!
a a 3 a _4-5-a_20-a
313! 1-2.3-1.2.3 1.2.3.6 6! 6!

erh 1t man schlie3lich das Ergebnis

2 3 2 3
(1+x+x—+x—]-(1+y+y—+y—j:
2! 3! 2! 3!

:[1+(x+y)+(x+y)2 +(x+y)3J+

2! 3!

N {4xy3 + 4x3y + 6x2y2 ] N (10x2y3 + 10x3y2 ] N 20)(3\1313
4! 5! 6!

In den drei letzten Termen erkennt man durch Vergleich mit den Hilfsformeln be-
reits Bestandteile von (x + y)4 ,(x + y)5 und (x + y)G.

Weshalb man an der B rse schneller arm als reich werden kann, wenn man mit
geliechenem Geld spekuliert, beschreibt der Autor H. F rstenwerth in seinem
spannenden Buch ,Geld arbeitet nicht”. Hier eine Version in Formeln f r andere
Parameter:

Anfangsbedingungen zu Beginn der Spekulation:

Aktienpreis: P,(0)
Eigenkapital beim Aktienkauf: K(0)
Leihkapital beim Aktienkauf: K; (0)

Kg(0) = - P,(0)
K. (0) = (1-q)-P4(0)
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Nach einem Jahr wird die Aktie verkauft und die Bilanz sieht so aus:

Einnahme aus Aktienverkauf :

P,(1) = (1+ @) P4 (0) o >0 oder o <0

R ckzuzahlendes Leihkapital bei einem Zinssatz A:
K, ()=(1+2)(1-q)-P4(0)

Eigenkapital nach einem Jahr
Kp1)=P,(1)- K, (1)

Kp(1) = 1+ a)P,(0)— (1+ 2)(1- q)P,(0)
Kp() = (a+g-All—q))P,(0)

Kapitalstandsver nderung nach einem Jahr:

AK = K;(1) - K (0)
AKp = (a+q—A1-q))P4(0)—q-P4(0)
AKp = (= A(1-q))- P4 (0)

Eigenkapitalrendite in einem Jahr:

R (1) = AKp :a—/1+ql
Kg(0) q
Um 20% gestiegener Aktienpreis Um 20% gefallener Aktienpreis
q|0¢|/l| R;(1) q|a|l| R;(1)
1 [0,2]0,1| 0,2=20% 1 [-0,2|0,1| -0,2=-20%
0,2[02[01] 0,6=60% 02|-02]01]-14=-140%
0102[01] L1=110% 0,1-0,2]0,1]-2,9=-290%
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Welche Bedingung muss die Konstante Cg4 erf llen, damit das Polynom 2. Grades
x> +y* +Cx+Coy+Cy =0

die Gleichung eines Kreises ist? F r diesen Fall berechne man die Koordinaten
x, und y,, des Kreismittelpunktes und den Radius r des Kreises.

Die Gleichung eines Kreises mit dem Radius r um den Punkt mit den Koordina-
ten x,; und y,, lautet:

(x=xy ) +(y—upy)* =12

x? - 2xx +xM2 +y2 - 2Yyyy +yM2 =r?

Ein Koeffizientenvergleich ergibt:

C C, c? G2
W W=y r:\/T+T‘CS
C2+C,°
C3< 1 2 2
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C

A b C

Ein rechteckiges Blatt Papier wird ber die Diagonale AB umgefaltet. Man be-
rechne den Kantenabschnitt c.

tan(o) = —, tan(2a) = —,
2

(@

a 1- (tan(a))z (bj b? - a?
c= =a =a =a
tan(2¢) 2 tan(o) o a 2ab
b
b? - a?
C =
2b
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Ein Fahrzeug legt eine Strecke L zur ck. Die erste H Ifte f hrt es mit der Ge-
schwindigkeit v,, die zweite H lfte mit der Geschwindigkeit v, > v, .

Mit welcher konstanten Geschwindigkeit v, m sste es fahren, wenn es die Stre-
cke L in der gleichen Zeit zur cklegen soll?

N's
AU
L|l-——————
) : | :
I I '
| ' '
| | '
| ' '
| ' L '
| | A |
vy i | 2 I
I I | '
| I | I
: . .
| > o
L L SN
2 >

Im ersten Abschnitt des Weges gilt das Weg-Zeit-Gesetz:
s(t) = vt .

Daraus folgt

L

L
Z =t t, = —
5~ U1h 17 9,

Im zweiten Abschnitt des Weges lautet das Weg-Zeit-Gesetz
L
und aus s(t,) = L folgt
L L
L:§+U2(t2_t1) - (ta—t)=-—.

Die gesamte Fahrzeit ist also
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Wenn die Strecke L in dieser Zeit mit der konstanten Geschwindigkeit v, durch-
fahren werden soll, muss

sein, also
L 20,0
t2 U] + 0y
AN
B
0
C
Lg
L,
P
L
! A

Drei St be mit den L ngen L;,L, und L; sind im Punkt P zu einem starren, or-
thogonalen Dreibein verbunden. Dieses Dreibein wird mit den Punkten A, B und
C auf die xy-Ebene einer kartesischen Basis gestellt, wobei die Punkte A und B
auf der x-Achse des Koordinatensystems liegen sollen. Man berechne die Koordi-
naten des Punktes P.

Mit dem Satz von PYTHAGORAS wird:

@, = yLy2 + Lg%, ay =+L2+L,%, ag:=+L2+Ls>

Der Cosinussatz liefert eine Beziehung f r den Winkel o :

2 2 2
a’ +a:.” —a
al2 = a22 + a32 —2aya5 cos(a) , cos(o) = 2 3 1

2a5a4
sin(o) = V1 - (cos(a))? ,

Damit lassen sich die Koordinaten des Punktes C berechnen:
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Xo = aycos(), Yo =a,sin(a), z,=0

Aus der Orthogonalit tsbedingung f r die Schenkel des Dreibeins folgt:

APoBP =0
Zp Zp Zp 0
L2
L% -asxp=0 Xp :#
3

Weil auch
CP = CA + AP, CP-AP =0
ist, wird
AC -« AP = L}
X X
¢ d 2 2 L12 — XcXp
Ye |°|Up |= L7 XcXp +YcYp = L7, Yyp=—"—
0 Yc
Zp

und schlief3lich

Zp = \/le - (xP2 + ypz)
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ber eine kreisf rmige ffnung werden unterschiedliche Abdeckplatten gescho-
ben.

Bei einer quadratischen Abdeckplatte berechne man die freie ffnung als Funkti-
on des Schieberweges s und bei einer Kreisplatte die freie ffnung als Funktion

des Winkels « .
///
|
|
|

D
S

Mit der geometrischen Bedingung

rcos(@)=r—-s o(s) = arccos(l — g)

kann man den berdeckten Kreisabschnitt

2

A =" 949 reose)rsin(e) _ r?| a- lsin[20¢)
2r 2

als Funktion von s berechnen und erh 1t die freie ffnung

T 21

Asls) = nr? (1 _as) + sin(2oc(s))J




Allgemeine Anwendungen

11

1.00 . ,

0.75

o
N

o
T

Aus der geometrische Bedingung
r sin(a) = Rsin(f)

folgt

Blo) = arcsin(% sin(a))

s(a) = r(1- cos(a)) + R(1 - cos(B(c)))

2.0



12 Allgemeine Anwendungen

Die berdeckte FI che besteht aus zwei Kreisabschnitten:
2 1 2 1
A =r‘loa- Esm(2a) +R%| B- Esm(Zﬁ)
Die freie Querschnitts ffnung:

A =ar®-r? (a - %sin(Za)j - R? (ﬁ - %sm(zmj

2
A (@) = 2r? {1 B T s (M - Lsm(z/s(oc)))]
V3 2

B = arcsin(% sin(@), O<a<nm

In der folgenden Auswertung wurde R=1,2-r gew hlt.

T T T T T T T T T T T

150 1

1.0- 1

0.5+ _

00 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
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Wenn man die Werte von o, s(@) und A () in einer dreispaltigen Tabelle anord-
net, kann man die Werte der dritten Spalte in Abh ngigkeit von den Werten der
zweiten Spalte graphisch darstellen und erh It den Graphen der Funktion A f(s).

Berechnet werden sollen die Ortsvektoren der Schnittkurve zwischen zwei Kreis-
zylindern mit unterschiedlichem Radius und unterschiedlicher Achsenneigung.

1. Orthogonale Zylinderachsen:
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Die Ortsvektoren zu den Schnittpunkten P auf dem Kreiszylinder mit dem kleinen
Radius r parallel zur x-Achse lauten:

x(¢)
OP_ =| rcos(p) 0<¢p<2rm,
r sin(o)

und die Ortsvektoren zu den Schnittpunkten P auf dem Kreiszylinder mit dem
grof3en Radius R parallel zur z-Achse:

R cos(y)
OP, =| Rsin(y) O<y<2r
z(y)
Daraus folgt:
x(¢) R cos(y)
rcos(o) | =| Rsin(y)
rsin(p) z(y)

(T
r cos(p) = Rsin(y) v(p) = arcsin ( R COS((p)j

R cos(y(¢)
OP = r cos(p) 0<op<2r
r sin(g)
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2. Nichtorthogonale Zylinderachsen:

R=6, r=5 o=30°

Ist die Achse des Kreiszylinders mit dem kleinen Radius r in der xz-Ebene um

den Winkel o gegen die x-Achse geneigt, so gilt mit den Richtungsvektoren
e, = cos(a)e, +sin(a)e,
e, =€,
é; = —sin(a)e, +cos(a)e,

f r Punkte P auf der Schnittkurve des geneigten Kreiszylinders

OT’k = s(p) e, +rcos(p)e, + rsin(p)e;

. cos(a) 0 —sin(«)
OP, = s(p) 0 +rcos(p)| 1 |+ rsin(p) 0
sin(x) 0 cos(a)

und auf dem Kreiszylinder um die z-Achse

OP, = Rcos(y)e, + Rsin(y)e, + z(y)e,
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R cos(y)
OP, =| Rsin(y)
z(y)

Da die beiden Ortsvektoren bereinstimmen m ssen, gilt
s(¢) cos(a) — r sin(g) sin(a) = R cos(y)
r cos(p) = Rsin(y)

s(g)sin(a) + r sin(p) cos(a) = z(y)

und daraus folgt f r die Koordinaten der Punkte auf der Schnittkurve:

V= arcsin(%cos(qo)] O<¢p<2rm

_ R cos(y(¢)) + r sin(¢) sin(o)

S) cos(o)
x(¢@) = Rcos(y(p))
y(p) = r cos(¢) 0<o@p<2rm
z(¢) = s(o) sin(«) + r sin(¢) cos()

Der Kreis auf dem geneigten Zylinder im Abstand a 1 ngs der Zylinderachse von
der z-Achse hat die Ortsvektoren

—_—

OPkreis = A€) +1COS(9) é, + rsin(p) é,

cos(o) 0 —sin(x)
OPkreis = @ 0 +rcos(@)| 1 |+ rsin() 0
sin(o) 0 cos(«)
AN

Die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen a und b < a auf den Koordina-
tenachsen in der xy-Ebene lautet

x2 2
—+

=1
a2

%
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N
N

2

X
y:ib,/l——
a2

umschlossene Fl che A ist wegen der symmetrischen Lage im Koordinatensystem

a xz
A=4. jb 1-=dx|.

Die von den Kurven

0 a
Mit der Substitution

x =asin(a) dx = di(a sin(a))da = acos(a)do
o

x=0 —- a=0
x=a — a=mr/2
wird

/2

A= 4ab_[ \/ sm(a cos

/2
A =4ab _[ (cos(oz))2 da
0

Den Integranden kann man mit Hilfe des Additionstheorems

cos(2a) = (cos(oc))2 - (sin(oc))2 = 2((:05(0:))2 -1

(cos(oc])2 = %(1 + cos(2a))

vereinfachen und erh 1t
/2 1
A =2ab [ (1+cos(2a))da = 2ab(oc + 5sin(zoc)j
0

oa=m/2

a=0
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A =rmab

F r a=b=r erh 1t man die Fl che eines Kreises mit dem Radius r.

Ein quaderf rmiger K rper bewegt sich mit der Geschwindigkeit vx = vgé, durch
ein Gebiet, in dem Regen der Massendichte p mit der Geschwindigkeit

Ug = —Ug cos(a)e, —vg sinla)e,

f 1lt.

Man berechne die Regenmasse dm, die in der Zeit dt auf die Oberfl che des be-
wegten K rpers trifft, der senkrecht zur xy-Ebene die Kantenl nge L hat.

In der Kinematik der Relativbewegung ist v, die absolute Geschwindigkeit U
und Uk die F hrungsgeschwindigkeit v, des bewegten Beobachters, und weil

Uabs = UF t Upg

gilt, ist
6rel l_jabs - 6F
5 b D - —vgcos(@) | vk _ Uk TR cos(ar)
rel = TROTE T _py sin(a) 0 vy sin(a)
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Die vom Regen angestr mtem Fl chen hL vorn und bL oben haben die in den
K rper weisenden Normaleneinheitsvektoren

Wird eine F1 chenelement dA mit dem Normaleneinheitsvektor n von einem Fluid
der Massendichte p mit der Geschwindigkeit v durchstr mt, so bewegt sich in
der Zeit dt die Masse

dm = p(Don)dAdt
durch das Fl chenelement. Daraus folgt f r die in der Zeit dt auf den im Regen

bewegten K rper fallende Masse
dm = p(D,g o iy )AL dt + p(D, © iy, ) L dt

dm = pL((vK +vg cos(oc)) h+vg sin(a)b) dt|.

Mit

und der Funktion
Sfly,o, B) == y + cos(a) + Bsin(x)
wird

dm = pLhvy f(y,o, B)dt .

F r den speziellen Wert f=0,3 und verschiedene Werte von ¥y kann man die
Funktion f(y,o,B = 0,3) graphisch darstellen.
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|
400
—_—
o

|
0° 20°

Ihre Extremwerte erh 1t man aus der Bedingung

UG0B=03) _ _qinia) + 0.3c0s0) = 0
o

tan(a) = 0,3 - o=16,7°

Wenn der Regen also unter einem Winkel von o =16,7° einf 1lt, ist die Benetzung
des K rpers bei jedem Geschwindigkeitsverh Itnis maximal.
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Bei der Berechnung von Fl cheninhalten und Schwerpunktskoordinaten in F1 -
chen, die von Kreisb gen berandet sind, sind Polarkoordinaten den kartesischen
Koordinaten berlegen.

Der Punkt P mit den Polarkoordinaten r und ¢ ist Eckpunkt des infinitesimalen
Fl chenelementes dA mit der Kantenl nge dr in radialer Richtung und der Bo-
genl nge rde auf dem Kreis mit dem Radius r. Das F1 chenelement hat den F1 -
cheninhalt

dA = rdodr .
Die F1 che des obigen Kreissektors liefert das Integral

a- | [;]

—-r+a\ O

a-'| (észd(p = LR2((r- )~ (-n + )

—T+a

A=R*(n-0)

Der Fl chenschwerpunkt des Kreissektors liegt auf der Symmetrieachse des
Kreissektors, also auf der x-Achse, seine Koordinate xg ist definiert durch
1
Xg 1= — I xdA
Ay
wobei das formal geschriebene F1 chenintegral mit

X = rcos(p)

in die auswertbare Form gebracht wird:
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-0

deA _ ”Ia [TrCOS((D) rdr] do = J (%RS cos(q)))d(o
A

—r+a\ O —-n+o

-
'[di - %RS '[ cos(p)do = %R3 (sin(z — &) — sin(-7 + a))
A

—-+a
2 2 2
fdi - 2R3 sin(r — o) = ZR3 sin(r — o) = ZR3 sin(o)
A 3 3 3

Damit wird
2
£ R3 sin(a)
X =2 —
S R2 (7 -«a)

und der Schwerpunkt des Kreissektors hat die Koordinaten

2 _ sin(o)
XS = —

sR—a) Us7O

Bei einem Halbkreis ist o = 7/2 und

4

Wenn man aus einem Kreis mit dem Radius 2r zwei Kreise mit dem Radius r her-
ausschneidet, entstehen zwei F1 chen, die jeweils so grof3 sind wie ein herausge-
schnittener Kreis:
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Der grof3e Kreis hat die F1 che
Agk = 7r(2r)2 = 4712

und ein kleiner Kreis die F1 che
Ak = nre .
Dann gilt

2A+2A,4 = Ay

2A + 2112 = 4rnr?

2
A=nr" = Ak

F r die FI chen und Schwerpunkte der oberen kleinen Halbkreise und des gro-
3en Halbkreises gilt

Skl =r skz = -r ng = O
4 _ 4 _ 8
Y. 737" e Tt 9T
T 4
A = Erz Ay = Erz Ay = 2nr?

Wenn man aus dem grof3en oberen Halbkreis die beiden kleinen Halbkreise her-
ausschneidet, bleibt eine zur y-Achse symmetrische Figur brig. Die y-Koordinate
des Schwerpunktes dieser von Halbkreisb gen begrenzten Fl1 che kann man be-
rechnen, indem man die herausgeschnittenen F1 chen mit einem negativen Vor-
zeichen versieht.

Allgemein gilt f r die Schwerpunktkoordinate yg einer Fl che, die sich aus drei
Fl chen mit bekannten Schwerpunktskoordinaten zusammensetzt

ys:%iydA:% leM+A[2yM+in :%(yslA1+yszA2+yssA3)

Nun wird
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1 4 4
Ys = —= Zﬂr2-£r+ LA e B
r2 3 2 3 2 3

und der Schwerpunkt S der Restfl che hat die Koordinaten

4
xg =0, yS:;r

Wird aus dem grof3en Kreis nur der rechte Kreis herausgeschnitten,

so liegt die Restfl che

A=A +A, =r(2r) + (—mz) = 37r?

symmetrisch zur x-Achse und deshalb wird yg = 0. F r die x-Koordinate gilt
2
AlxSl + A2Xs2 7r(2r) -0+ (—nrz) T g3

Xg = = =
A+ Ay w(2r) + (_mz) 3nr?
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Im folgenden Beispiel werden die drei KEPLERschen Gesetze der Planetenbewe-
gung aus dem NEWTONschen Grundgesetz hergeleitet.

Weil die Masse der Sonne sehr viel gr Ber ist als die Masse eines ihrer Planeten,
nimmt man den Mittelpunkt S der Sonne als ruhend an.

€, ()

Der Ortsvektor vom Schwerpunkt S der Sonne zum Planetenschwerpunkt P lau-
tet in Polarkoordinaten:

SP(t) = r(t) &, (1)) .
F r die Vektorbasis der Polarkoordinaten gilt

é.(p) = cos(p)e, +sin(p)e, de de

— . e P2 > - e
e(p(‘P) = —sin(p) e, + cos(p) €y do ¢ do '

Damit erhalten wir den Geschwindigkeitsvektor

d ~ - -
(rite (pt)) =ré +rpé,

b=—
dt

und den Beschleunigungsvektor
dv

a="= (f— rq')z)ér +(ro+2r9)e,

des Planetenschwerpunktes in Polarkoordinaten.

Die NEWTONsche Bewegungsgleichung des Planeten infolge der Gravitations-
wechselwirkung zwischen Sonne und Planet lautet nach dem NEWTONschen Gra-

vitationsgesetz:
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mpmg

e
r°
r2

(F-r¢*)e, +(r¢+2r9)e, =y =Sé

Dabei ist

Meter>

y=6,67-10"!! 5
Kilogramm - Sekunde

die Gravitationskonstante.

Aus der vektoriellen Bewegungsgleichung ergeben sich die beiden Differentialglei-
chungen f r die Schwerpunktkoordinaten r und ¢ des Planeten

. .2 mg
r—=r¢-=-Y—
r

ro+2rp=0

Aus der zweiten Differentialgleichung folgt

d r’p)=0 — |rP¢=C
(*9) ¢

(r¢+2fp)r=0 — x

F r die im infinitesimalen Zeitintervall dt vom Ortsvektor r berstrichene Fl -
che dA gilt

da =%|Fx6dt| - %‘rér x (e, +rpe,) |dt = %,ﬂ(pdt

und aus der Komponente der Bewegungsgleichung in e, -Richtung ergibt sich
damit das 2. KEPLERsche Gesetz:

dAzgdt
2

Der von der Sonne ausgehende Ortsvektor des Planetenschwerpunktes ber-
streicht in gleichen Zeiten gleiche Fl1 chen (,,F1 chensatz*).

Die Komponente der Bewegungsgleichung des Planetenschwerpunktes in e, -
Richtung kann nun geschrieben werden:

. C2 _ mg CZ m
T—f(rT}——Vr—z Fe—g =7

Mit der Darstellung r = r(¢e(t)) wird
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L_drdp _

“qoar -9 F=1(0)¢° +r'(@)p

und aus der Komponente der Bewegungsgleichung des Planetenschwerpunktes
in é,-Richtung

G2 =0 - §=—2ip
r

folgt

Die urspr ngliche Differentialgleichung

2
C m
Fo— —_y_S

3 2

kann nun geschrieben werden

43 2
(r)? 1 m 2, ,0 1 m
o2 s =y — S-S ——=r=
rjr C r’.r C
Die Funktion
Sl@)=——
()

hat die Ableitungen
’ 1 ’ ” 2 4 2 4
f(¢)=—r—2r, f(¢)=r_3(r) -7

und damit wird aus der kompliziert aussehenden Differentialgleichung f r r(¢)
die harmlose Differentialgleichung f r f(¢)
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” m
S7@)+ flg) = J/C—S
mit der allgemeinen L sung
Mg .
Sflo)y=vy = + C, cos(@) + C, sin(¢)

also

1

4 'g;’ + C, cos(g) + C, sin(¢)

Die Konstanten C,C; und C, stehen f r die Anpassung an spezielle Anfangsbe-
dingungen zur Verf gung.

In der Position ¢ =0 habe der Planetenschwerpunkt den kleinsten Abstand r,

vom Sonnenmittelpunkt und seine Geschwindigkeit sei dann v,. F r ¢ =0 ist
dann r’(0)=0.

. Dg

(D:O — I'=r;, ¢@=—, CITOUO
To
1 mg 1 mg
—=y—=+C, = C,=—-
To o ' }/(rovo)2
dfle) _d [ 1 J: o ((0)2 = —C, sin(¢) + C, cos(¢)
dp  do\r(p) (r(e)
d f(p) (@) 0 _
[ do j __[(())ZJ R
=0 roe 9=0 0
1 —y msz+l_y 52 cos()
r(¢g) (rovo) 0 (rol)o
1
r(p) =
y ms2+[17 S2JCOS(QD)

Mit den Abk rzungen
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K=y Ky=—-K
rovo) To
wird
O p—
K+ K, cos(¢)

Das ist die Gleichung einer Ellipse mit einem Brennpunkt im Schwerpunkt der

Sonne.

F r eine Ellipse mit den Hauptachsen a und b < a lautet die Ellipsengleichung

in den auf einen Brennpunkt bezogenen Polarkoordinaten:

1
r(p) =
a a® - b>
b—z + T cos(p)
Es 1 sst sich also setzen:
2 2
- 1
i:Kl, a” —b” _ K?%-— =K,
b2 b2 b2
1 K
b= ’ a=-- . 2
K;? - K,> K" - K,

Damit ist das 1. KEPLERsche Gesetz abgeleitet:

Der Schwerpunkt des Planeten bewegt sich auf einer Ellipsenbahn, in deren
einem Brennpunkt die Sonne steht.
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Zahlenbeispiel (Erde):

Sonnenmasse: mg =1,989- 10°° Kilogramm

K rzester Abstand des Planeten von der Sonne: ry = 1,496 - 10'! Meter

0% Meter

Planetengeschwindigkeit im k rzesten Abstand: v, =3-1
Sekunde

Damit erhalten wir
K, = 6,586-107'2 Meter K, =9,799-10"'* Meter™
und die Bahnhalbachsen

a=1,51859-10'! Meter, b=151842-10'"! Meter .

Aus dem oben abgeleiteten ,Fl1 chensatz”

dA = gdt
2
folgt f r einen Umlauf des Planeten
A= ET
2
wobei T die Umlaufzeit und
A =rmab

der FI cheninhalt der Bahnellipse ist; also gilt

T:27ta—b.
C

Mit der oben definierten Bedeutung von C

wird
m
K:)/—S
1 Cz
und
212 312 3 3 2 2
T2=42ab :47[2(1_19 2a_1 za_C _477: 3
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Also gilt
T2  47°
— = —— =const

a® Ymg

Das ist das 3. KEPLERsche Gesetz:

Das Verh Itnis der Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten ist gleich
dem Verh Itnis der dritten Potenz ihrer grofSien Bahnhalbachsen.




