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Wenn ein Fahrzeug der Masse m mit einer zeitabh ngigen Kraft F(f) aus dem
Stand heraus angeschoben wird

>t

| s(t)

F(t)

und die Position des Fahrzeugs mit dem Weg-Zeit-Gesetz s(t) beschrieben wird,
dann gilt das NEWTONsche Grundgesetz

mS(t) = F(t).

Die noch unbekannte Funktion s(t) muss diese Differentialgleichung und die vor-
gegebenen Anfangsbedingungen

s(0)=0 s(0)=0

erf llen.

Das graphisch beschriebene Kraftgesetz lautet

T
2K <<t
Fit) = ok T 2
=—(t-T) =<t<T
T
Mit der Konstanten

2K

b:=——

mT

lauten die Differentialgleichungen f r s(t) in den beiden Bewegungsabschnitten

bt 0<t<

NS

8(t) = T
b(t-T) 5 <ts<T
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Daraus folgt f r die Geschwindigkeit s(t)

lbt2+c1 osts<t
5b(t—T)2 +C,

Die Anfangsbedingung s(0) = O wird erf l1lt, wenn
C =0
ist. Zum Zeitpunkt t = T/2 soll die Geschwindigkeit stetig sein, also muss
2 2
2 (2 2 2

sein. Somit gilt

1 T 1 T
—bt? 0<t<— ~bt® +C,4 0<t<—
sw=1 ° .l s=1 ° 2
—b(t-T>  —<t<T ~b(t-T)’+C,  —<t<T
2 2 6 2

Die Anfangsbedingung s(0) = O wird erf 1lt, wenn

ist. Daraus folgt

3
sle=L)=Lp() 2 Lpps
2) 6 \2 48

und weil s(t) zum Zeitpunkt t = T/2 stetig sein muss, gilt

3 3 3
%b(zj :lb(I—Tj +C, - C4:lb(z] L prs

2) " 6°\2 3°12) 24
lbt3 OStsI
s=1, ° 1 i
~b(t-T+—bT®  —<t<T
6 24 2

s(t:T):ibT:s:Zs(t:—j,

s(t=T)=0.

Wenn die bis zum Zeitpunkt ¢t = T vom Fahrzeug zur ckgelegte Strecke die L nge
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L haben soll,

Lo o 2K gL
24 mT T3
muss der Maximalwert der Antriebskraft
K=12"&
T2

sein.

Sl — >
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Die Kraft F(t) hat das Fahrzeug aus dem Stand in der Zeit T um die Stecke L ver-
schoben und abgestellt.

Bei einer starren rechteckigen Scheibe mit homogener Massenverteilung liegt der
Schwerpunkt S im Schnittpunkt der Fl1 chendiagonalen. Wirken in den Punkten
P|,P, und P; die Kr fte

Fy = Fyé, +3Fy8,
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so haben sie bezogen auf den Schwerpunkt eine Drehwirkung auf den starren
K rper, die durch die auf S bezogene Momentensumme

. d . d . d .
Mg = SPX F| + SPyX Fy + SP3X Fg

Mg=| L |x|-2F,|+|-2L|x| 2F, |+| L |x|3F,
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0

Mg=| O |+| O |+| O |=| O |=4F,Lée,

beschrieben wird.

Die Kr ftesumme

und die Momentensumme M s bilden die auf S bezogene Dyname des Kr ftesys-
tems am starren K rper.

Das urspr ngliche Kr ftesystem kann also am starren(!) K rper ersetzt werden
durch die in S angreifende Einzelkraft F und den auf der Scheibenebene senk-
recht stehenden Momentenvektor Mg
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mfbl
~

o e P, L
F = -2Fe, +3F,é, Mg =4F,Le,

Wie in diesem Beispiel gezeigt, kann jedes beliebige ebene Kr ftesystem an einer
starren Scheibe in den Schwerpunkt S der Scheibe zu einer Einzelkraft und ei-
nem Momentenvektor reduziert werden — bei ver nderlichen Kr ften in jedem Au-
genblick zu einer zeitlich ver nderlichen Dyname.

Ist die starre Scheibe in der xy-Ebene frei beweglich, so bewirkt die Dyname eine
zeitlich ver nderliche Verschiebung des Schwerpunktes und eine Drehung der
Scheibe um den Schwerpunkt. Die Intensit t der Lage nderung bei einer gegebe-
nen Dyname h ngt ab von der Gr 3¢ m der Masse der Scheibe und von der Ver-
teilung der Masse um den Schwerpunkt. Das Maf3 f r die Massenverteilung ist
das Massentr gheitsmoment Og bezogen auf den Schwerpunkt; bei einer
Rechteckscheibe mit den Kantenl ngen a und b ist

und bei einer Kreisscheibe mit dem Radius r

m o
O =—r1
57 9
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Die dynamischen Grundgesetze f r die Scheibenbewegung in der xy-Ebene lau-

ten, wenn
F = erx + Fyey Ms = Msez

die auf S bezogene Dyname der an der Scheibe angreifenden Kr fte ist,

Xs | | Fx )
LJ {Fy}

Mg s = F ist der Schwerpunktsatz /die NEWTONsche Grundgleichung,
O©gp = Mg ist der EULERsche Momentensatz

Die drei Differentialgleichungen f r die drei zeitlich ver nderlichen Lagekoordina-

ten {xs(t),ys[t),(p(t)} der starren Scheibe

mxg =F,
mis = F,
Os ¢ =Ms

m ssen gel st werden, wobei die Anfangsbedingungen
{xg(t = 0),yg(t = 0),9(t = 0)}
{%s(t = 0),ys(t = 0),¢(t = 0)}

erforderlich sind, um die tats chliche Bewegung der Scheibe in Form der drei

Funktionen {xs(t),ys(t),go(t)} zu bestimmen.
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Die L sung der drei Differentialgleichungen

m¥s=F,  mis=F,  Og¢=Ms

ist nur in wenigen F llen mit einfachen Methoden m glich; bei einer von den Ko-
ordinaten {xs(t), Yg (t),go(t)} abh ngenden Dyname gelingt es fast immer nur unter
Einsatz von numerischen Verfahren (Computerprogramme).

Ist Uggps = Xs€, +Ys€, der momentane absolute Geschwindigkeitsvektor des
Scheibenschwerpunktes und @ = ¢ €, der momentane Winkelgeschwindigkeits-
vektor der Scheibe, so nennt man

P = Mg s = MXg €, +Myg e,

den Impulsvektor und

den auf den Schwerpunkt S bezogenen Drehimpulsvektor der starren Scheibe.
Mit diesen Impulsgr 8en k nnen Schwerpunkt- und Momentensatz geschrieben
werden:

p=F (Impulssatz)

I;s = Mg (Drehimpulssatz)

=51l
Il
o
!

p = const (Impulserhaltung)

Il
(@]}

Mg — Lg = const (Drehimpulserhaltung)

Weil nach der Produktregel der Differentialrechnung

)'éfc—ilx2 Do A1l 2 Lo dl o
%S T qtl g s ysys—dt 2ys (pq)_dt 2¢

ist, folgt aus den drei Gleichungen
mxgxg = F, X
mysYs = FyYs
O5pp = Mg¢

d(1l . 9 . 9 D) . . .
E(E(mxs +myg” +Ogq¢ )j=FXxS+Fny+MSq>

Man nennt den nach der Zeit differenzierten Term auf der linken Seite die kineti-
sche Energie E,;, der starren Scheibe
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und den Term auf der rechten Seite die momentane Leistung P(t) des an der
Scheibe angreifenden Kr ftesystems

P(t) = Fkg + Fyyg + Mg

P(t) == F o Ug yps + Mg 0@

Damit kann die oben aus den drei Bewegungsgleichungen abgeleitete Beziehung

d(1 . . . . . .

geschrieben werden:

dEkin

= P(t
at t)

Das ist der Leistungssatz: Die zeitliche nderung der kinetischen Energie der
starren Scheibe ist gleich der Leistung des angreifenden Kr ftesystems.

Wenn die an der Scheibe angreifenden Kr fte so beschaffen sind, dass die Leis-
tung des angreifenden Kr ftesystems geschrieben werden kann als negative zeit-
liche Ableitung einer nur von den Lagekoordinaten {xs(t), Yg (t),go(t)} abh ngenden
Funktion E,(xs.ys.¢), die man die potentielle Energie des Kr ftesystems
nennt

. oE oE OE
P(t) = ~Epo;(Xs. Ys-9) = _( S % kg + = P g+ =P 4’]
S

dann folgt aus dem Leistungssatz der Energiesatz der Mechanik

dt dt dt\ an

)=O - (Ekin+E )=const

pot pot

Ein Kr ftesystem mit dieser besonderen Eigenschaft wird konservatives Kr fte-
system genannt.

Die Maf3einheit der kinetischen Energie ist

Meter )2 B ( | Kilogramm - Meter

B Sekunde?

1 Newton

1 Kilogramm - (1 j -1 Meter = 1 Newton - 1 Meter =:1Joule

Sekunde
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und die Maf3einheit der Leistung

=1 =1 =:1Watt
Sekunde Sekunde

Meter Newton - Meter Joule
1 Newton -| 1 = =

Sekunde

Wird die Leistung des Kr ftesystems ber ein Zeitintervall ¢, <7<¢, integriert, so
erh 1t man die Arbeit des Kr ftesystems

t, t, t, t,
Wity ty) = [ Pt)dt = [ Fkgdt + [ F,gsdt + [ Mggdt
tl tl tl tl

die das Kr ftesystem am starren K rper in diesem Zeitabschnitt geleistet hat. Die
Arbeit des Kr ftesystems ist gleich der Differenz der kinetischen Energien des
K rpers zu den Zeitpunkten t, und t;

Ejin (t - tz) ~ Eyin (t = tl) = Wit o)
Die Maf3einheit der Arbeit und der potentiellen Energie ist

1 Newton - 1 Meter =: 1Joule .

Die Grundgleichungen der ebenen Scheibenbewegung werden nun angewendet
auf einige relativ einfache Probleme.

Wird eine starre Rechteckscheibe in der vertikalen xy-Ebene aus der Anfangslage
des Schwerpunktes {xs 0)=L, yg0)= h} und der Orientierung ¢(0) = ¢, mit
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der Schwerpunktsgeschwindigkeit {)'cs (0) = vy coslar) ys(0) = v, sin(a)} und der
Winkelgeschwindigkeit ¢(0) = o, im Schwerkraftfeld, das in Richtung —e, wirkt,
gestartet, so gelten f r t > 0 die Bewegungsdifferentialgleichungen

mxg =0 mig = —-mg Os0=0
weil auf die Scheibe nur die im Schwerpunkt angreifende Gewichtskraft

Meter

F=-mgeé g=981—»>——
J Sekunde?

wirkt und das auf den Schwerpunkt bezogene Moment der in S angreifenden
Kraft null ist.

Die drei Bewegungsdifferentialgleichungen k nnen einfacher geschrieben und
leicht allgemein gel st werden:

Xg=0 xg = C )
¢=0 ¢=0Cs ¢ = Cyt +Cg

Die sechs Konstanten C,,...,Cq erlauben die Anpassung der Funktionen an die
Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt ¢t = 0.
Vg cos(a) = C; L=C,
vy sin(a) = C, h=Cg
@ =Cy 9o =Ce

Die Bewegungsgesetze der starren Scheibe lauten somit

Xxg(t) = vy cos(x)t + L

1
yglt) = —Egt2 + vy sin(a)t + h

o(t) = oyt + @
Mit
Vg cos(a)

erh It man die Bahnkurve yg(xg) des Scheibenschwerpunktes

ys = -2 —I(xg- L) +tan(@)(xs ~ L) +h

2 (Uo cos(a))

Der Schwerpunkt S bewegt sich auf einer Parabel in der vertikalen xy-Ebene.
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_Ys 1
1 Meter Dy = 5—eter
_ Sekunde
o = 60°
1 h = 2 Meter
L =1 Meter

1 Meter

Die Bahn des Scheibenschwerpunktes S ist eine Parabel in der vertikalen xy-Ebe-
ne, die man Wurfparabel nennt.

Den h chsten Punkt der Flugbahn erreicht der Schwerpunkt S zum Zeitpunkt
t=t , wenn y'(t*) =0 ist:

* x g sin(a
—-gt +vysinf@)=0 — = Losin@)

g
2 o . 2
* 2 * U SIN(OX
xs(t)=%1;[a)+L, ys(t):%_kh

Die Ebene y = 0 wird zum Zeitpunkt ¢t = T erreicht, wenn

1
yg(T) = —EgT2 +vgsin(@)T+h =0

_o% sin(a) T - 2h
9 9
ist. Aus dieser quadratischen Gleichung f r T folgt,

(T Uy sin(oz)]2 _2h N (UO sin(oa))2

T2

9 9 9

und, weil T > 0 sein muss,

T = é(uo sin(a) + \/Zhg + (o sin(oc))2 j .
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Der Schwerpunkt erreicht die Ebene y = 0 auf der x-Achse im Punkt
xg(T) =vgcos(a)T+ L.

W hrend der Wurfbewegung dreht sich die Scheibe mit der konstanten Winkelge-
schwindigkeit

Pt) = 0 -

Wenn die bisher vernachl ssigte Luftreibung ber cksichtigt werden soll, ist die
Wurfbewegung nicht mehr so relativ leicht zu berechnen, weil dann die zu 1 sen-
den Differentialgleichungen nichtlinear werden und numerische Methoden erfor-
derlich sind. Nur im Spezialfall der senkrechten Fallbewegung einer Kugel der
Masse m im Schwerkraftfeld kann die Fallgeschwindigkeit als Funktion des zu-
r ckgelegten Fallweges mit Hilfe bekannter Funktionen berechnet werden.

Bei der senkrechten Fallbewegung mit Luftreibung wirken auf die fallende Kugel
der Masse m die Gewichtskraft G = mg und der Luftwiderstand

2
Fy = By Cw PruftAs U

Dabei ist ¢y, der von der K rperform abh ngende dimensionslose Widerstands-
beiwert des fallenden K rpers,
Kilogramm

Meter?

die Massendichte der Luft, Ag die Schattenfl che des K rpers (gr f3ter Quer-
schnitt des K rpers senkrecht zur Geschwindigkeit) und v die momentane Fallge-

PrLuse = 1.22

schwindigkeit in der ruhenden Luft.
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Nach dem NEWTONschen Grundgesetz lautet die Bewegungsgleichung des K r-

perschwerpunktes f r die x-Richtung
md () g
dt\ dt

Mit der momentanen Geschwindigkeit des Kugelschwerpunktes S

dx
vV=—
dt
gilt also
dv 1 2
m—r = M9~ 5 CwPLuAs ¥

Berechnet werden soll die Fallgeschwindigkeit als Funktion der Koordinate x,
wenn f r x =0 die Geschwindigkeit v = 0 ist.

In der schlanker formulierten Bewegungsgleichung

@zg—l/lvz, A
dt 2

_ CwPLutAs
m

kann man, wenn man v als Funktion des zur ckgelegten Weges x berechnen will,
nach den Regeln der Differentialrechnung schreiben

dt  dx dt dx. dx

dv_dv(x)%_dv d(1l 4
2
Mit der Abk rzung

1
u = —1)2
2

erh It man aus der Bewegungsgleichung

4 lv2 =g—l/”Lv2
dx\ 2 2

die lineare Differentialgleichung f r u(x)

@:—/’L(u—g] N _ 1 du_
dx A dx

Die Umformung der linken Seite, wieder mit Hilfe der Kettenregel, ergibt
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Damit lautet die zu 1 sende Differentialgleichung

iln(u(x) - g] =-A
dx A

und mit der Integrationskonstanten K; erh 1t man

ln(u(x) - %j =-Ax + K|

u(x)_g — e—/lx+Kl — eKle—/'Lx = Cle—lx

A

also
v? = 2(% + Cle_)“xj

Aus der Anfangsbedingung v(x = 0) = 0 folgt f r die Integrationskonstante C,

und die gesuchte Fallgeschwindigkeit als Funktion des Fallweges lautet:

v(x) = E\/I _e M

A

Die Fallgeschwindigkeit n hert sich der Grenzgeschwindigkeit

. 2g

Hat die Kugel die Masse m = 0,6Kilogramm , den Durchmesser d = 0,4 Meter und
den Widerstandsbeiwert ¢y, = 0,6, so wird

c A
Ag = % a? = 01256 Meter?, A = WPHES _ ¢ 153 Meter!,
4 m
o §:11,32 Meter

A Sekunde
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Diese Grenzgeschwindigkeit ist f r

Ax=5 — x=32,7Meter

fast erreicht.

—D> Ax

Wenn man aus der Formel f r v(x) die Fallgeschwindigkeit bei Vernachl ssigung
des Luftwiderstandes (A4=0) als Sonderfall ableiten will, muss die Reihenent-
wicklung der Exponentialfunktion eingef hrt werden

(Ax)? (x|
21 31

e =1-Ax+

Man erh It dann f r v(x) die Darstellung

_ ,—Ax
RIS o7 MPE

mit dem Ergebnis

Meistens sind die Bewegungsgesetze von K rpern zu berechnen, deren Bewe-
gungsm glichkeiten durch kinematische Zwangsbedingungen eingeschr nkt
sind. Dann wirken auf den K rper nicht nur bekannte eingepr gte Kr fte, son-
dern auch zun chst unbekannt Reaktionskr fte, die f r die Einhaltung der vor-
geschriebenen Zwangsbedingungen erforderlich sind. Wird beispielsweise eine
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rechteckige Scheibe der Masse m in einem Eckpunkt drehbar gelagert, so ist nur
noch der Drehwinkel ¢ die zur Lagebeschreibung erforderliche Koordinate.

Der Schwerpunkt S bewegt sich auf einem Kreis mit dem Radius

r=+4L)? +(2L)2 =20 L

um den festen Lagerpunkt O, in dem die noch unbekannte Reaktionskraft
R=-R,é,-Ry€e,

angreift. F r die kartesischen Koordinaten des Schwerpunktes gelten die kinema-
tischen Zwangsbedingungen

Xg = rcos(¢) Yg = rsin(p)

aus denen, weil ¢ eine noch unbekannte Funktion der Zeit ist,
Xg = —r@sin(p) Ug = r¢cos(o)
und
Xg = —r@sin(@) — r¢2 cos(o) Ug =r¢cos(p) - r(p2 sin(o)
folgt. Die Bewegungsgleichungen der Scheibe lauten zun chst

mxg =mg- R, . 20
mys = -Ry Og = E((8L)2 + (4L)2) = ?mL2 =—mr

Og4p = —R,rsin(p) + Ryr cos(o)



18 Physikalische Anwendungen — Dynamik

Die beiden unbekannten Reaktionskraftkomponenten R, und R, kann man aus
den drei Bewegungsgleichungen, die der Schwerpunktsatz und der Momenten-
satz geliefert haben, eliminieren, indem man die erste Gleichung mit (—rsin(g))
und die zweite mit (r cos(¢)) multipliziert

—m Xg rsin(@) = -mgr sin(¢) + R, r sin(p)
m g rcos() = —Ry rcos(p)
Os¢ = —R, rsin(p) + R, r cos(¢)
und anschlie3end die drei Gleichungen addiert.
mr(— Xg sin(@) +jg cos((p)) + Og¢ = —mgr sin(¢)
Weil

—3g sin(e) = r(p(sin((p))2 + r¢? cos() sin(¢)
ijg cos(p) = r(ﬁ(cos(go))2 — r¢? sin(e) cos(¢)
ist, wird
—Xg sin(@) + ijg cos(@) = rp

und die Bewegungsgleichung f r die Drehbewegung der Scheibe lautet schlief3-
lich

(mr2 + @S)gb = —mgr sin(¢) Og = %mr2
.. 39 .
= ——sin
¢ 4r nlg)

Aus dieser nichtlinearen Bewegungsgleichung folgt zun chst nach Multiplikation
mit der Winkelgeschwindigkeit ¢

+ —sin =0 — = — —CoS =0
L4 4r ()¢ dt(Z(p 4r (q))]

1 ) 39

— — —Co0S = const

(243 ar ((P)]

Nun kommen die Anfangsbedingungen ins Spiel: Wird die Scheibe zum Zeitpunkt
t = 0 ohne Anfangsgeschwindigkeit ((p(t =0)= O) aus der Lage ((p(t =0)= ‘Po) ge-
startet, so gilt

1s2_39 __39
(2 ¢ ar cos((p)j = ar cos(@y)
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) 3
2 = 2—€(cos(q)) — cos(,))

3
olp) = i\/ 2g (cos[(p) - cos((po))

r

Weil (cos((p)—cos((po)) >0 bleiben muss, pendelt die Scheibe im Winkelbereich
(—(po << (po) mit von ¢ abh ngender Winkelgeschwindigkeit hin und her. Man
nennt die Scheibe deshalb auch physikalisches Pendel. Im folgenden Bild ist
¢y = 70° als Anfangsstellung der Scheibe gew hlt; die Kurve wird im Uhrzeiger-
sinn durchlaufen.

1.00 T I T I T I T | T | T | T | T | T | T I T I T | T | T

P

\/@ 0.75
2r 0.50
A

0.25

0.00

-0.25

-0.50

-0.75

—-1.00 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | I | 1 | 1 | 1 |
—70° —60° —-50° —40° -30° —20° —10° 0° 10° 20°

> @

| | 1 | | L
30° 40° 50° 60° 70°

Die Reaktionskr fte
R, =mg—-mxg Ry = —mijg

k nnen mit

¥%g = - sin(g) — r¢> cos(g) ijs = r(cos(p) — r¢* sin(p)
und
. 3g._ , 3¢ )
¢ = i sin(g), o° = or (cos(qo) cos(q)o))

als Funktionen des Winkels ¢ berechnet werden.

1 9 3
R, =mg {Z + Z(cos[go))2 - Ecos((p) cos((po)}

9 3.
Ry =myg {Z sin(¢) cos(p) — 2 sin(¢) cos(@, )}
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| L | 1 | 1 1 | L
-70° —60° —50° —40° —30° —20° -10° 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°

4>q)

Die Berechnung der Funktion ¢(t) aus der nichtlinearen Differentialgleichung

.. 39 .
= ——=sinl
P =" (@)
3 5 7
ine) =0-2-+9 _¢
sin(p) = ¢ 3!+5! 7!i...

ist mit Hilfe elementarer Funktionen nicht m glich; man muss dann numerische
Methoden zu Hilfe nehmen ( z.B. ein RUNGE-KUTTA-Verfahren). Da sich die Be-
wegung der Scheibe aber auf den Winkelbereich (—(po << (po) beschr nkt, ist
eine ann hernde Berechnung von ¢(t) m glich, wenn ¢, eine kleiner Winkel ist.
Aus der Tabelle

o o sin(q)o)
5° | 0,0873 | 0,0872

10° | 0,1745 | 0,1736

15° | 0,2618 | 0,2588

kann man ablesen, dass, wenn |p,| <1 ist, n herungsweise sin(p) = ¢ gesetzt
werden kann. Dann ist die Differentialgleichung f r ¢(t) linearisiert

. 39
¢ = 4r<P

und sie 1 sst sich einfach 1 sen. Zun chst wird gesetzt

2 ._ 39

Wy =
0 4r

und man erh It mit
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('p+a)02(p:0

eine lineare Differentialgleichung, deren allgemeine L sung

o(t) = C,; sin(wgyt) + C, cos(mpt)

lautet, weil
¢(t) = C, sin(wgyt) + C, cos(mpt)
o(t) = wg (C1 cos(wyt) — Cy sin(a)ot))

o(t) = —0)02 (C1 sin(wyt) + C, cos(a)ot))

o(t)

ist. Mit den beiden Konstanten C; und C, kann man die allgemeine L sung an
zwei frei w hlbare Anfangsbedingungen, also beispielsweise

ot =0) =g, pt=0)=0
anpassen:

C, sin(0) + C,, cos(0) = ¢,

Cy = C, =0
@, (C, cos(0) - C, sin(0)) = O 2= %0 !

o(t) = @ cos(wgt)

Die Bewegung der Scheibe bei klein bleibender Winkelkoordinate ist also eine
harmonische Schwingung mit der Schwingungsdauer

T:Z—T[:ZN ar
(O 39
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Bemerkenswert ist, dass die Schwingungsdauer nicht von der Masse des starren
K rpers abh ngt (aber nur, weil die Luftreibungskr fte im Berechnungsmodell
vernachl ssigt wurden).

Beim physikalischen Pendel erzeugt die Gewichtskraft das r ckstellende Dreh-
moment in die Gleichgewichtslage ¢ =0 des Pendels. Ohne Reibung schwingt
das Pendel um die Gleichgewichtslage. Entsprechende Schwingungsbewegungen
kann man auch erzeugen, wenn man eine Masse m an eine aus Metalldraht her-
gestellte Feder h ngt. Wenn man eine solche Feder um L verl ngern will, muss
man eine Kraft F aufwenden, die n herungsweise linear mit der Federverl nge-
rung w chst.

Wird also eine Masse m im Schwerkraftfeld an eine Feder mit der Steifigkeit c
geh ngt, so verl ngert die Gewichtskraft die Feder um L, und die Federkraft cL,
kompensiert die Gewichtskraft mg, wobei

mg = cL L, =%
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ist. Man nennt L, die statische Ruhelage des Feder-Masse-Systems.

Ist die Feder um x > L, ausgelenkt, so wird die Federkraft gr er als die Ge-
wichtskraft und wenn man die Masse in einer Lage x, > L, losl sst, beginnt eine

Schwingungsbewegung.

cL, =mg

cx(t)

x(t)

m m
| | v
mg i mg i m "
| |
Statische Ruhelage mg mg
und

Freikorperbild

Momentane Lage
und
Freikorperbild

Die Bewegung der Masse m muss dem NEWTONschen Grundgesetz (Impulssatz)

gehorchen:
mi dx(®) =mg — cx(t)
dt\ dt g ’
. . 2. _ 2. €

Die L sung dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung f r x(t) lautet
9
a)02

x(t) = + C, cos(wyt) + C, sin(wt)

oder wegen

9 _mg_;
2
Wg c

x(t) = Ly + C; cos(wgt) + C,, sin(wyt) .



24 Physikalische Anwendungen — Dynamik

Die Konstanten C, und C, stehen f r die Anpassung des Bewegungsgesetzes
x(t) der Masse m an frei w hlbare Anfangsbedingungen zur Verf gung.

x(t=0)=x,=Ly+C;  x(t=0)=0,=0,C,

x(t)= Ly + (xo — Lo)cos(a)ot) + v—osin(a)ot)
%)

Dieses Bewegungsgesetz kann auch geschrieben werden
x(t) = Ly + Asin(wgt + @)
denn mit dem Additionstheorem der Winkelfunktionen gilt
x(t)=Ly+ A (sin(a)ot)cos(a) + cos(a)ot)sin(oc)) .

Ein Vergleich mit

x(t) = Ly +(xo — Lo ) cosl@pt) + Yo sin(w,t)

10
liefert die Gleichungen
vO .
Acos(a) = — Asin(x) = x5 — L
0
Daraus folgt
5 2
(A cos(oa))2 +(A sin(oe))2 =A% = (—0] + (xo - L, )2
10
i Xn— Lo )0
ASlIl(OC) _ tan(oc) _ ( 0 0) 0
A cos(x) Ug

x(t) = Ly + Asin(wyt + a)

[T el

Wo Vo

Wenn v, =0 ist, wird @ = /2. A ist die Amplitude, o die Phasenverschiebung
und o, die Kreisfrequenz der harmonischen Schwingung des Feder-Masse-Sys-
tems um die statische Ruhelage; die Gewichtskraft bestimmt nur die statische
Auslenkung L, = mg/c.
Die Schwingungsdauer

2
T=—7r=27r m
g c

ist — im Gegensatz zur Schwingungsdauer des physikalischen Pendels — von der
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Masse abh ngig.

Lo+ A

Wenn man die Bewegungsgleichung
mx=mg—-cx
mit der Geschwindigkeit x multipliziert, erh It man die Gleichung
mixx=mgx—cxx

die auch

oder

4 lm)'c2+ —mgx+lcx2 =0
dt\ 2 2

geschrieben werden kann. Dabei ist

1 5
E,. =—mx
kin 2

die momentane kinetische Energie der schwingenden Masse m und

1
E,, =-mgx + 5 cx?

1
und der Federkraft | —cx?
tem der Energiesatz der Mechanik

die momentane potentielle Energie der Masse m infolge der Schwerkraft (—mgx)
in der Lage x. Es gilt also f r das Feder-Masse-Sys-

i(Ekm +E

ar pot) =0 Ei, + Epot = const
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lm)'c2+ -m x+lcx2 —lm1)2+ —-mgx +lcx2
2 gx+y 9 0 %o + 5 o

Die Gewichtskraft und die Federkraft sind konservative Kr fte, denn es gilt f r
die Kraftkomponenten in x-Richtung:

d(1 d
Fx(Federkraft) i _E(ECX ] = _E(Epot(Federkraft))

Fx(Gewichtskraft) =mg= _a(_mgx) = _E(Epot(Gewichtskraft))

In der momentanen Lage x ist
Poewichiskraft = (MYEy ) o (%€, ) = mgx
die Leistung der Gewichtskraft und
Prederkraft = (—€X€, ) o (%€, ) = —cxk

die Leistung der Federkraft.

Die zeitliche nderung der kinetischen Energie der Masse m ist also gleich der
Summe der Leistungen der angreifenden Kr fte (Leistungssatz):

d(1 _,) d 1 5 . .
—| —MMx =—| Mgx ——Cx =mgx — Ccxx
dt\ 2 dt 2

Im folgenden Beispiel wird die Bewegung eines Rades untersucht, das auf einer
horizontalen rauen Ebene gleiten und rollen kann und in einem speziellen An-
fangszustand Kontakt mit der Ebene bekommt.

Ein kreisscheibenf rmiges Rad (Masse m, Radius r), das um seine zur Scheiben-
ebene senkrechte Achse durch den Schwerpunkt S mit der Winkelgeschwindig-
keit w, rotiert, wird auf eine horizontale raue Ebene gesetzt und bewegt sich
dann auf dieser Ebene.
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t>0

Zum Zeitpunkt t =0 ber hrt das Rad die Ebene, und der momentane Kontakt-
punkt B des Rades hat die Geschwindigkeit

w hrend f r den Schwerpunkt S noch

gilt.

Die Gleitbewegung des Scheibenumfangs auf der rauen Ebene generiert die
Gleitreibungskraft, die der Geschwindigkeit des momentanen Kontaktpunktes B
des Rades entgegengesetzt gerichtet ist und in guter N herung durch das
NEWTONsche Gesetz der Gleitreibung

_ D
Fp = —uN B
3 05|

beschrieben werden kann, N ist die Reaktionskraft, mit der die Ebene das Rad
vertikal st tzt und u der Gleitreibungskoeffizient, der von der Rauigkeit der
sich ber hrenden Fl chen von Rad und Ebene abh ngt und experimentell be-

stimmt werden muss.

Solange die Geschwindigkeit des momentanen Kontaktpunktes des Rades

N
by = Ug+ ®x SB = Xg &, +(-p&,)x (-ré,) = (x5 — 1) &,
noch nicht null ist, wirkt die Gleitreibungskraft und es gelten w hrend der Gleit-
und Drehbewegung des Rades die Grundgesetze
mxg = UN )
mijg = N —mg Og =§mr2
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Mit der kinematischen Zwangsbedingung yg =r erh It man die folgenden Diffe-
rentialgleichungen f r die ver nderlichen Koordinaten xg(t) und ¢(t):

mig = UN mig = umg Xg = ug
O0=N-mg 1 g
. —mre@y = —umgr H=—-2U=

Ogp = —uNF 5 % umg % Hr

Daraus ergeben sich zun chst mit den Anfangsbedingungen
xg(0) =0, ¢(0) = o

die Schwerpunkts- und die Winkelgeschwindigkeit des Rades

xg(t) = ugt

o= 2udtsa| —  Up0=(sO-r90)e, = (3ugt-rag)e,
r

die bis zum Zeitpunkt t = T, gelten, in dem die Geschwindigkeit des momentanen
Kontaktpunktes B null wird, also die Gleitbewegung zuende ist:

3ugTly —rwg =0 — T, = %

Dann ist
: 1
xg(Ty) = ug Ty = grwo
, 1
G(T,) = —Zu%TO +ag = 0

Im Zeitintervall O <t < T, gilt f r die Koordinaten x5 und ¢ wegen der Anfangs-

bedingungen
xg(0)=0 00)=0
2
9.2 2r@,2
Q(t) = —u=t" + wot T))=-uI T2 + 0,1, = 2220
r o(Ty) ﬂr 0 0l0 = "9/ g

Im n chsten Bewegungsabschnitt des Rades f r t > T, hat der momentane Be-
r hrungspunkt des Rades keine Geschwindigkeit und es gilt dauernd die kine-
matische Rollbedingung

By = B + @ x SB = (kg — 1) &, = 0
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Das folgende Bild zeigt die dann auf das Rad wirkenden Kr fte.

t>T,

Die Differentialgleichungen f r die Koordinaten xg(t) und ¢(t) lauten nun

mxg =0
0=N-mg

Daraus folgt f r t > T

. 1 , 1

Xg(t) = const = grwo ¢(t) = const = ga)o
und

1 1
xg(t) = xg(Ty) + grwo(t - Tp) @(t) = (Ty) + ga’o(t -Ty)|-

Das Rad hatte zum Zeitpunkt t = O die kinetische Energie

1 2 1 o o
(Ekin)t:() = 595(90 = Zmr )

und zum Zeitpunkt t = T, die geringere Kinetische Energie

2 2
1 1 1 1 1 9 9
(Ekin)t=TO —Em(gr(l)oj +5@S(g(l)0j —Emr COO
Die momentane Leistung der Gleitreibungskraft

P :6B°FR :(xs_r(p)éxouNéx =()ZS—T(P)Lng

P, = (3ugt - rwy) umg

integriert ber das Zeitintervall O <t < T liefert die Arbeit der Gleitreibungskraft
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TO
W = J. 3ugt —ra, ,umgdt = ,umg( ugT02 - rono]
0

2
3 Ty ro,
[ 3ug °{ 3ug

1
W=—-—— mr2a)02
6

Die Abnahme der kinetischen Energie des Rades in der Gleitphase
I 1) o o 1 o o
(Ekin )t:To - (Ekin )tzo = (_ - _]m Wy~ = _gmr 0o

ist also gleich der Arbeit der Reibungskraft. Das ist die Aussage des Arbeitssatzes
der Mechanik.

Als n chstes soll die schwingende Rollbewegung eines Rades auf einer schiefen
Ebene untersucht werden.

Freikorperbild

Mit Hilfe des Freik rperbildes kann man den Schwerpunkt- und den Momenten-

satz formulieren:
mxXg = mgsin(a) — c(xg — Ly)— H
mijg = —mgcos(a) + N
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Dabei sind Ne, und -He, noch unbekannte Reaktionskr fte, die daf r verant-
wortlich sind, dass der Kontaktpunkt des rollenden Rades mit der schiefen Ebe-
ne momentan keine Geschwindigkeit hat, also sein Geschwindigkeitsvektor

Ug + (—r éy) X (—q’) éz) =0 (Rollbedingung)

wird. Auflerdem gilt f r den Schwerpunkt des Rades

rst) = xgt)e, +reé, - ijs=0].

Aus der Rollbedingung folgt

xge, —rpe, =0 - Xg =TQ

Mit diesen kinematischen Beziehungen lauten die drei Gleichungen des Schwer-
punkt- und des Momentensatzes

mxXg = mgsin(a) — c(xg — Ly)— H

0 = —-mgcos(a) + N
%
05> =H

S I‘2
Aus der ersten und der dritten Gleichung ergibt sich die Differentialgleichung f r
die Schwerpunktkoordinate xg

(m + %]xs = mgsin(a) — c(xg — Lg)

und aus der zweiten Gleichung erh 1t man die erforderliche Reaktionskraft

N = mgcos(x)

Die Differentialgleichung f r xg

c C mg sin(«) c

r2 r2 r2

kann man mit den Abk rzungen

2 c mg sin(«) N

einfacher schreiben:

. 2 _ 2
Xg + 0y "xg = ®y"L




32 Physikalische Anwendungen — Dynamik

Die beiden freien Konstanten C;, und C, in der allgemeinen L sung dieser Diffe-
rentialgleichung

Xxg(t) = L + C; sin(wgt) + C, cos(wgt)

werden gebraucht f r die Anpassung an die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt
t=0:

xgt=0)=x,  Xglt=0)=v,

xg(t)=L+ Z)—Osin(a)ot) + (xo — L)cos(a)ot)
0

Auf3erdem gilt

xg(t)

yslt)=r o(t) = .

Die ver nderliche Reaktionskraft in der schiefen Ebene

;. O 2
H=—23%; ==, (L-xg)
r r
ist die durch die Rauigkeit der Kontaktfl chen des Rades und der schiefen Ebene
erm glichte Haftreibungskraft, die aber nicht beliebig grof3 werden kann, denn

es gilt
|H| < uyN
wobei U, der Haftreibungskoeffizient ist, der von der Oberfl chenqualit t der

Kontaktfl chen abh ngt. Die angenommene Rollbewegung des Rades auf der
schiefen Ebene ist also nur m glich, wenn die Bedingung

mgr2 cos(o)

|L— xs| < Ug ®Sa)02

erf 1t ist.
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e\ Koordinaten v

Eine im Punkt A drehbar gelagerte Seilrolle (Radius r;, Masse m;, Tr gheitsmo-
ment um die Achse ©,) wird mit einem Drehmoment M ,(t) angetrieben. Von der
Rolle wird ein Seil bewegt, das ber eine zweite, in B drehbar gelagerte Rolle
(Radius r,, Masse m,, Tr gheitsmoment um die Achse 0, ) gelegt ist und an den
beiden Enden mit Lasten (Masse mg, Masse m, ) verbunden ist. Das Seil wird n -
herungsweise als masselos angenommen; es soll auf den Rollen nicht rutschen.
Wie bewegen sich die Massen und welche Kr fte entstehen in den Lagern und im
Seil?

Zur Beschreibung der Konfiguration des Verbandes starrer K rper sind acht Ko-
ordinaten erforderlich:

XA Ya P1:XB:Yp: Pa, X3, Xy
Die kinematischen Zwangsbedingungen:
x,=0, y4,=0, x5=0, yg=0
ne, = xg Py = 1) TyPg = —X4

reduzieren die Kinematik des Systems auf nur einen Freiheitsgrad. Wird x5 als
frei Koordinate gew hlt, so gilt

X, =0, ys,=0, x5=0, yg=0

) 1. ) 1. . .
¢ = X3, Qg = — X3, Xy = —X3
n Ty
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Die (3 +3+1+ 1) = 8 Bewegungsgleichungen der Teilk rper werden mit Hilfe des
Freik rperbildes — zun chst ohne R cksicht auf die Zwangsbedingungen — aufge-
stellt.

mgg Freikarperbild T Ss

myg
mX, =mg-—A, +S; +S, sin(a) myXg = myg — B, — S, sin(a) + S,
myij, = Ay + S, cos(r) myijg = By - S, cos(a)
MgXg = Mgg — S myX, =myg—=Ss

Mit den kinematischen Zwangsbedingungen wird daraus

O0=mg-A,+S,+S,sin(x) 0=myg—- B, — S, sin(a) + S
0=A,+S,cos(a) 0 =B, - S, cos(a)
1 1
n b}
MmgXg = Mgg — S, —MmyXg =myug—Sg

In den vier Gleichungen
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O, — ¥5 = +8,-S
1r12 3 n 192
1 .
b

MgXg = Mgg —S;

kann man durch Addition die Seilkr fte eliminieren und erh 1t die Bewegungs-

gleichung des Systems:

M 4(t)
n

3= S0, f)i=— -
@1—2+®2—2+m3+m4
n P

AnschlieSend werden die Reaktionskr fte (Seilkr fte und Lagerkr fte) berechnet.
S, =mg(g- ft))

Sy =my (g+ f0)

1
82 =myug + [m4 + @2 —2] f(t)
b

A, = =Sy cos(a) B, =S, cos(a)

A, =mg+S; + S, sin(a) B, = myg+S3 — S, sin(a)




