Physikalische Anwendungen — Kinematik

Zum Mathematik-Lehrbuch ,Notwendig und zun chst hinreichend” (Shaker Ver-
lag, Aachen) gibt es mehrere PDF-Dokumente mit erg nzenden Beispielen und
Aufgaben, die die Anwendung der mathematischen Grundlagen in ingenieurrele-

vanten Bereichen zeigen.

Im vorliegenden Dokument finden Sie eine Sammlung von Beispielen und Aufga-

ben aus dem Bereich der Kinematik:

Punktkinematik (Orts-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor,
Winkelgeschwindigkeit und -beschleunigung) — Uhrenzeiger —
Starrk rperbewegung, Eulersche Formel — Rollendes Rad — Winkelrahmen mit
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rungsgeschwindigkeit und -beschleunigung, Coriolisbeschleunigung) —

Relativbewegung auf rotierender Kreisscheibe
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Ein Punkt P, der sich durch den dreidimensionalen Raum bewegt, hat im raum-

festen kartesischen xyz-Koordinatensystem den zeitabh ngigen Ortsvektor

Die Zeitableitung dieses Vektors ist der Geschwindigkeitsvektor

OP(t) = x(t) &, + y(t)&, + z(t) &, .

. doP(t) dx(t). dy®b). dz®.
v(t) = = e, + e, + e,
dt dt dt Y dt

—_—

v(t) = OP(t) = x(t) e, + y(t)éy +z(t)e,

und die Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors ist der Beschleunigungsvek-

tor des Punktes P:

a(t) =

~ 20 2 2 2
do(t) _ d“OP(t) _ d x(t)é N d y(t)é N d z(t)é

X

dt dt? dt? de> Y dt?

lt) = (t) = OP(t) = X() &, + (1), + 71 &,

z

Verwendet man zur Beschreibung der Lage eines Punktes P Zylinderkoordinaten

r,¢,z mit den ortsabh ngigen Basisvektoren

é.(p) = cos(p)e, +sin(p)e,

é(p((p) = —sin(p) e, + cos(p) éy
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und den Eigenschaften
dé.(p) de,(p)
so gilt, wenn ¢ eine Funktion der Zeit ¢ ist:
de.(o(t de do(t R
o) _ de @) de0 _ ;o _
dt d(p dt X er - (pe(p
- - in Kurzform: )
de,lpt) deé,@det) . . e, =-¢e
= = —¢(t)e.(p(t)) 4 r
dt do dt r
Mit dem Ortsvektor
OP(t) = r(t) &, (p(t)) + z(t) &,

erh It man dann den Geschwindigkeitsvektor
u(t) = r(t) e (p(t) + rt)p(t) e, (o)) + z(t) e,

bersichtlicher formuliert, indem man den st ndigen Hinweis auf die Zeit-

oder
abh ngigkeit der Koordinaten wegl sst:

v=re.+rge,

+zé,|.

Der Beschleunigungsvektor lautet in Zylinderkoordinaten.
=5 =(Fe, +1&,)+(rpe, +rpe, +1pé,)+ 28,

Ql

—

a=(Fe +rpe,)+(ipe, +rpe, +rp-(-p&,))+ ¢,

a= (f— rq')z)ér +(r +2i9)e, +2¢&,

Bewegt sich der Punkt P auf einem Kreis mit dem Radius r = R = const in einer

Ebene z = H = const um die z-Achse, so gilt
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—_—

OP(t)= Re.(p(t) + He,

=0, r=0, z=0, z=0

D= Rq')e¢

d=-R¢* & +Rpé,

F r diese Kreisbewegung sind also die Zylinderkoordinaten optimal.

Man nennt ¢ Winkelgeschwindigkeit und ¢ Winkelbeschleunigung.

Die Spitzen der beiden Zeiger einer Uhr bewegen sich auf konzentrischen Krei-
sen.

é(p ((pG ) ér ((pG )

Die Stellungen der beiden Zeiger einer Uhr kann man mit den Winkeln ¢; und
¢ beschreiben. Die zeitlichen nderungen dieser Winkel sind jeweils konstant.
Es gilt f r den grof3en Zeiger, der in einer Stunde einen Winkel von 360° = 27
durchl uft

_360° 360'18% _or

~ Stunde  Stunde  Stunde

o

und f r den kleinen Zeiger, der nur den Winkel 30° = 27/12 berstreicht
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bid
_ 30° %9950 _ (w/6)
Stunde Stunde Stunde

Pk
Sind zum Zeitpunkt t = 0 beide Winkel null, so sind sie zum Zeitpunkt t > 0

Og(t) = @g t, P t) = P t.

L sst man die Winkelz hlung f r den grof3en Zeiger nach einer Stunde wieder bei
null beginnen, so gilt:

2—”1& fr OStunden <t <1 Stunde
Stunde
2—7rt—1-27r fr 1Stunde <t<2 Stunden
¢g(t) =1 Stunde
21w

——t-2-2r fr 2 Stunden <t <3 Stunden
Stunde

u.S.w.

Px A ¢g

2” ------ A A A T Fo == A T o A =~ T

Die Zeitpunkte t =T , zu denen der grof3e Zeiger den langsameren kleinen ber-
holt, ergeben sich aus den Gleichungen:

/6 2 2 12
u T .\ = _=r T -2 — T, = id Stunden = — Stunden
Stunde = ¥ Stunde = M on_ " 11
6
/6 2 4 24
u T -t T -4 —> T = id Stunden = — Stunden
Stunde = ®  Stunde = @ = o~ 11
6
/6 2
u T - T T  ..—-6nr —> T = 6—” Stunden = % Stunden
Stunde ©®  Stunde @ (3) 11
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Zu den Zeigerspitzen geh ren die Geschwindigkeitsvektoren
Uk = RgPk€,(@k).  Ug = Rg9se,g),
und die Beschleunigungsvektoren

ag = —Rg (¢K )2 e (pk), ag =—Rg (¢G )2 e (pg);

Ein starrer K rper ist das mathematische Idealmodell f r einen materiellen
K rper, der sich nur unter intensivem Kraftaufwand deformieren 1 sst. Die Bewe-
gungsm glichkeiten eines starren K rpers sind durch die Bedingung, dass sich
die Abst nde zwischen materiellen Punkten des K rpers definitionsgem f3 nicht
ver ndern, stark eingeschr nkt.

Will man die Bewegung einer starren Scheibe in der raumfesten xy-Ebene be-
schreiben, so ist neben der raumfesten Basis eine k rperfeste Basis erforderlich:

raumfest: {ex, ey ez}

e, = €(p(t) = cos(p(t)) e, + sin(p(t)) e,

€, = &,(p(t)) = —sin(p(t)) e, + cos((o(t))éy
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F r diese k rperfesten Basisvektoren gilt

Loode o
el=d—(;¢=ezfp=¢es><el €y=—20=-6¢=0E X8

Mit dem Winkelgeschwindigkeitsvektor der starren k rperfesten Basis, also
auch des K rpers bei der ebenen Bewegung

erh It man die Schl sselformel der Starrk rperbewegung;:

Ausgehend vom Ortsvektor eines K rperpunktes P

OF = OA + AP = (x,(1)&, + Y ()&, ) + (L cos() &,(p(t) + L sin(e) & (p(t)))

erh 1t man den Geschwindigkeitsvektor

bp = OP

Op = ()'cAéx +yAéy)+(Lcos(a)cT) x & + Lsin(o) & x &)

= -

Va DX AP

Up =V, + @ X AP

Diese EULERsche Formel der Kinematik starrer K rper gilt auch bei beliebiger
dreidimensionaler Bewegung des K rpers, bei der jedoch der Winkelgeschwindig-
keitsvektor @ komplizierter aufgebaut ist, denn f r die Beschreibung der dreidi-
mensionalen Drehung sind drei Winkel erforderlich.

Im allgemeinen hat bei der starren Bewegung jeder K rperpunkt einen speziellen
Geschwindigkeitsvektor; deshalb spricht man auch vom Geschwindigkeitsvektor-
feld des starren K rpers, das durch die EULERsche Formel beschrieben wird.
Sonderf lle sind die Translationsbewegung

w=0 — ©vp=0, {f ralleK rperpunkte

und die Rotationsbewegung des starren K rpers um einen raum- und k rper-
festen Punkt A
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Rotation um A

Weil

AP = Lcos(a)é, + Lsin(@)é, = @ X AP
ist, erh It man f r den Beschleunigungsvektor des Punktes P:

—_— D —— . .  —

dp = Up =Dy +@OX AP+ @D X AP = 1, + @ X AP + @ X (@ x AP)
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Weil bei der ebenen Bewegung
b=¢geé;  D={é,
und
é3x(83x &) =83 x(&,) =4 &3 % (&3 % &) = &3 x (- )= -&,
ist, wird

@ X (& x AP) = % &5 X (&5 X AP) = —> AP

Das ist die Formel f r das Beschleunigungsvektorfeld des starren K rpers bei
ebener Bewegung.

Bei einem rollenden Rad hat der Kontaktpunkt B mit der Rollbahn momentan
die Geschwindigkeit iz =0 (Man denke an den Abdruck eines Reifenprofils in ei-
nem weichen Boden; wenn der Kontaktpunkt eine Geschwindigkeit h tte, w re

kein Profil zu erkennen).

Der Mittelpunkt A des Rades hat die Geschwindigkeit v, = v, €, .

ol

o
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Mit der EULERschen Formel f r das momentane Geschwindigkeitsvektorfeld ei-
nes starren K rpers, die auch in einer raumfesten Basis ausgewertet werden
kann, gilt

By =0, +®x AB=0,8, + 08, x(-T8,) = (vy +10)é, =0
Daraus folgt f r die momentane Winkelgeschwindigkeit des Rades

w=--4  @H=--Apg
r r

Nun k nnen die momentanen Geschwindigkeitsvektoren aller Punkte des Rades

berechnet werden und f r die Randpunkte C, D und E gilt
- -~ v ~ Uy - — — ~
Vo =04 +OXAC =v €, +(——Aesz(—rex) =Up€, tU ey
r

—_— U
— _ = — _ — _A_. — _ —
vD—vA+w><AD—vAeX+{— . ezjx(rey)—ZUAex

—_— v
— _ = — _ — A—» — _ — —
Dp =Dy + @ X AE = vAex+[—Tezjx(rex)—vAex—vAey

ol

o

Wenn das Rad mit konstanter Geschwindigkeit v, rollt, ist auch die Winkelge-
schwindigkeit @ konstant. In der Formel f r das Beschleunigungsvektorfeld ei-

nes starren K rpers bei ebener Bewegung
- = .= D 22 n
dp = A, + Weg X AP — " AP

ist dann
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A, =
Dem entsprechend gilt
2
=~ o _Va -
dg = —® ( rey)——r e,
2
= of ~\_ Vg o
ap = - (rey)— - e,

w=0
2
g = —0° (-re,)= U%éx
2
ag = —a)z(rex) = —iéx

Der momentane Geschwindigkeitszustand des Rades ist darstellbar als berlage-
rung der Translationsbewegung mit der Geschwindigkeit v, und der Rotations-

bewegung mit der Winkelgeschwindigkeit

0=-

im Uhrzeigersinn um den Radmittelpunkt.
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Wenn ein starrer Winkelrahmen, der sich um einen raumfesten Punkt O mit der
Winkelgeschwindigkeit ¢ dreht und in den Punkten A und B R der mit dem Ra-
dius r f hrt, die jeweils auf einer Kreisbahn mit dem Radius R >r abrollen, so
sind die Winkelgeschwindigkeiten dieser R der Funktionen von ¢.

Mit den Geschwindigkeitsvektoren der Radmittelpunkte

und den Winkelgeschwindigkeitsvektoren der R der

U)(A) =ae, E)(B) = _Béz

ergeben sich f r die Kontaktpunkte der R der mit der kreisf rmigen Abrollbahn
die Geschwindigkeitsvektoren
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die beide die Rollbedingung

erf llen m ssen
Dy+ae,x(-ré)=0 6B+(—Béz)x(ré2):6
(R+1)pé, —rcé, =0 ~(R-r¢é +rpé =0

Daraus folgt

Sind in der Stellung ¢ = 0 auch die Drehwinkel o = § = 0 gesetzt, so gilt

R
at) = (% + 1) o(t) B(t) = (— - 1) o(t)

r

Nicht immer beobachtet man die Bewegung eines Punktes von einem ruhenden
Bezugssystem aus. Sitzt der Beobachter auf einem Fahrzeug, das sich in der xy-
Ebene in bekannter Weise bewegt, so sind die kinematischen Gr 3en Geschwin-
digkeit und Beschleunigung eines unabh ngig vom Fahrzeug in der xy-Ebene
bewegten Punktes P f r einen ruhenden und einen mit dem Fahrzeug bewegten
Beobachter v llig verschieden. Die Geschwindigkeit und Beschleunigung des
Punktes P, die der ruhende Beobachter registriert, wird ,absolut® genannt und
die vom bewegten Beobachter gesehenen ,relativ®. Die Bewegung des Beobachter-
fahrzeugs ist die als bekannt vorausgesetzte ,F hrungsbewegung”.

Die Bewegung des Fahrzeugs in der xy-Ebene wird durch die Lage und Orientie-
rung ¢(t) einer mit dem Fahrzeug fest verbundenen Basis {él(t),é3(t),é3 = éz} im
Punkt A mit den absoluten Koordinaten {x A0 Yy,t),z, = O} beschrieben.

OA = x4([t)8, + YA,

é,(t) = cos(p(t)) e, + sin(p(t)) e ét)=¢pé,

y
é,(t) = —sin(g(t)) &, + cos(g(t) €, é,(t) = (&
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Mit der F hrungswinkelgeschwindigkeit

Op =¢e,

kann geschrieben werden:

Wird die Bewegung eines Punktes P in der xy-Ebene von einem raumfesten Be-
zugssystem aus beschrieben, so erh It man aus dem Ortsvektor

OP(t) = xp(t)é, + yp(t)&,

den absoluten Geschwindigkeitsvektor

und den absoluten Beschleunigungsvektor

R

Apaps = OP =Xpe, +ipé,
des Punktes P. Zum Punkt A des Fahrzeugs geh rt der Ortsvektor
OA(t) = x ()8, + Y, (1) &,

und
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Upgaps = OA =X, €, +7, €, Apaps = OA =X, €+, €,
sind die absoluten Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektoren des Punktes
Fahrzeugpunktes A.

Ein Beobachter auf dem Fahrzeug verwendet ,seine® {?,>1(t),é3(1:),é3 = éz} -Basis
zur Beschreibung der Lage des Punktes A, indem er den Vektor

e

AP(t) = 5,(1)&,(t) + 5, (t) &, (1)

benutzt und die Basisvektoren als f r ihn zeitlich unver nderlich behandelt. So
entsteht f r ihn der Relativgeschwindigkeitsvektor

Uprel = S1€1 153 €

und der Relativbeschleunigungsvektor des Punktes P

Oprel = S1 €1 1Sy €9

Die Beziehung zwischen den absoluten und den relativen kinematischen Begrif-
fen ergibt sich, wenn man die Ortsvektordarstellung vollst ndig differenziert.

Ausgehend von

OP(t) = OA(t) + AP(t)
(xpt1&, +yp(18,) = (xa )8, + YA 118, ) + (5,018 )+ 5, (1) &, (1)
erh 1t man zun chst

(xpex+ypey)=(erx+yAey)+(S1e1+32€2)+(3191+Szez)
%/—/

5 5 b
Up abs VA abs Prel

und weil f r die Basisvektoren im Fahrzeug
€ =0p X& €, = Dp X&
gilt, kann geschrieben werden
l_jPabs = l_jAabs + 5Prel + @F X (sl él t Sy éz)
AP

Up abs :vAabs+wF ><AP—i—vPrel

UPF



Physikalische Anwendungen — Kinematik 17

Upp =Upgqps T O X AP

ist die F hrungsgeschwindigkeit des Punktes P; das ist die Geschwindigkeit, die
der Punkt P h tte, wenn er mit dem Fahrzeug starr verbunden w re. Insgesamt

gilt

Upabs = VpF T Uprel

F r die Berechnung der Beschleunigungen ist auszugehen von der Geschwindig-

keitszerlegung
(xpex +Yp ey) = (erx +yAey)+(slel +$,8,)+Dp X(S 8 +5,8,)
die noch einmal nach der Zeit t differenziert werden muss:
(xp e, +ip ey) = (xA e, +tia ey)+
+(5, € + 3,y é2)+(s1 é + 3y é2)+
+@p X(s,8 +5,8,)+
+@p X (5,8 +$,8,)+0p (56 +5,8,)

Die Terme k nnen bersichtlicher formuliert werden

(XA €y T yA éy) = aAabs
(51 el+§282): Ap rel
(518, +8,8,)=dp x($,8 +8,8,)=dp Xpy
Op x(5,8 +5,8,)=dp x AP
Bp X($,8 +8,8,)=dDp XUpg
Op x(slé1+szé2):c?)F X (Op x AP)

und ergeben

Apaps = Apgps T O X AP+ 0 X(0Op X AP)+20p X Up g + Ap g

app Qp cor

Die absolute Beschleunigung des Punktes P besteht aus der F hrungsbeschleu-

nigung

App =0y aps T Op X AP+ 0p X(Wp X AP)

der CORIOLISbeschleunigung
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ap Cor = 26OF X Up rel

und der Relativbeschleunigung

Apret = S1€1 1S3 €

Apaps = Apf + QAp cor + Ap rep

(f)F = ¢e, nennt man F hrungswinkelbeschleunigung.

Wenn der Punkt P mit dem Fahrzeug starr verbunden ist, wird

Uprel = 0 Aprel = 0

und

Apaps = ApF
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Wenn sich ein Punkt P auf einer um den raumfesten Punkt A rotierenden Kreis-
scheibe bewegt, ist die ,relative” Beschreibung der Bewegung meistens einfacher
als die ,, absolute”.

Bewegt sich beispielsweise der Punkt P auf einer Geraden in Richtung e, durch
den Drehpunkt A nach dem Gesetz einer harmonischen Schwingung mit der
Amplitude L und der Schwingungsdauer T

s,(t) = Lsin(2rx %)

so wird
-~ P L t .
Up,e = S(t) e = 27z:¥cos(27zf 5) e
- NPT 2 L . t. .
p e = $(t) € = —(27) Fsm(Zﬂ?) é
Mit

VA abs =0 AA abs =0 Wp =¢e, =0¢e;
Upp =Wp XAP =¢@es Xse =s0e,
Upabs = VpF T Uprel

Upabs = S1P € + 516
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Das ist bersichtlicher als die ,absolute” Beschreibung:
@ = & + ﬁ = (xAéx + yAéy) + (s1 cos(p) e, + s, sin(p) éy)

—

|6P abs = (s’1 cos(@) — 5,0 sin(q))) e, + (s'1 sin(@) + 5,0 cos((p)) e,

Bei der Beschreibung der Beschleunigung wird es noch deutlicher:
dpp = Op x AP +0p X(Op x AP)

- o - . = .- — . .9
dpr =(QegXse +PegX(pe;xse)=spe,—s e

Apcor = 2Wp X Vp g

Apcor = 20 €3 X 5,6 = 293, &
CalP rel — ‘§1 él
CalPabs = CHlPF + aPCor + CalPrel
Gpaps = (198, — 5,078, |+ (29$,8,) +(3,8))

‘apabs = (81-5197)8, +(s6+ 295,)&,

Nun die ,absolute” Beschreibung:

Gp gps = Up aps = %((s1 cos(¢) — s,¢ sin((p)) e, + (Sl sin(@) + s,¢ cos(qo)) éy)

Ap gbs = {(s1 - slgbz)cos(qo) — (19 + 2gbs'1)sin(q))} é, +

+ {( § - slfpz)sin(qo) + (516 + 2¢sl)COS(¢)} €y

Die absolute Bahnkurve des Punktes P kann sehr kompliziert sein, auch wenn
¢(t) blos eine lineare Funktion der Zeit ist. F r den speziellen Fall

Xa=y, =0
, t t
S = Lsm(27r¥), Q= 0(27[;
L=4, T=2 o=2

hat die absolute Bahnkurve die Gestalt
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